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CAPITULO 1:
CONJUNTOS

1.1 NOCOES INICIAIS

Dentro do estudo dos Conjuntos, ha 3 nog¢des basicas: Conjunto, Elemento e
Relagdo de Pertinéncia. Conjunto ¢ uma colecdo de objetos, que sdo seus elementos. A
relagdo entre um objeto e um conjunto ¢ a relagdo de pertinéncia. Entdo, a relagdao de
pertinéncia consiste em dizer se um objeto ¢ elemento de um conjunto, ou seja, se um
objeto pertence a um conjunto. Quando um objeto a € elemento de um conjunto A,
representamos assim: a € A. Por outro lado, caso a ndo seja um dos elementos de A,
representamos assim: a ¢ A.

Exemplo. Considere o conjunto D dos estados brasileiros que fazem divisa com o
estado da Bahia: AL, ES, GO, MG, PE, PI, SE e TO. Para fins de simplificagdo, os estados

estdo listados pelas suas siglas. Sendo assim: PE € D mas MT & D.

1.2 REPRESENTACOES
Conjuntos podem ser representados entre chaves ou por diagramas.
Entre chaves:
a.1) Enumeragdo: lista elementos do conjunto, no todo ou em parte, quando
parcialmente, usa-se reticéncias para subtender esses elementos.
Exemplos:
A ={1,2,3,4};
B ={-30,—27,-24,-21,...,21,24,27,30};
C ={0,2,4,6,...}.

a.2) Propriedade caracteristica: a maior parte dos conjuntos na Matemaética ndo sao
definidos especificando os seus elementos um a um, por isso, se usa a propriedade
caracteristica comum e exclusiva a todos os seus elementos. Essa propriedade define um
conjunto X do seguinte modo: X = {x| x tem tal propriedade}.

Exemplos:

A = {a] a é inteiro positivo menor que 5};
B = {b| b é inteiro e multiplo de 3 de — 30 até 30};

C = {c| c é natural e par}.



Diagrama: geralmente se coloca pontos e o elemento ao lado de cada ponto, o
referido diagrama também ¢ conhecido como Diagrama de Venn.

I~ Fe

Observacao: geralmente utiliza-se a reticéncias em casos de conjuntos finitos com
grande ntimero de elementos e conjuntos infinitos, tanto na representacao por meio de
chaves quanto por diagrama, como ocorreu nos conjuntos B e C dos exemplos acima, que

sdo finito e infinito, respectivamente.

1.3 ALGUNS CONJUNTOS ESPECIAIS

Conjunto unitério: € aquele que possui um unico elemento. Exemplos:

C = {x; x é capital do Brasil} = {Brasilia};
S={x;x—1 =0} = {1}

E = {x; x é inteiro entre os nimeros 3 e 5} = {4}.

Conjunto universo: também denominado de conjunto fundamental, ¢ o maior
conjunto do qual se pode obter as solugcdes de um problema, o conjunto solucdo do
problema ¢€ parte desse conjunto. A finalidade do conjunto universo € delimitar o problema.
Exemplo. Liste todos os nimeros que tém a propriedade de serem naturais menores que 5,
entdo temos X = {x € N;x < 5} = {0,1,2,3,4}, neste caso, o conjunto universo é N.
Exemplo. Dados dois pontos A e B, qual o conjunto dos pontos equidistantes de A e B?
Depende do conjunto universo adotado. Se o conjunto universo for a reta que passa pelos
pontos A e B, o conjunto ¢ unitario e formado pelo ponto médio M do segmento AB; se o
conjunto universo for o plano que contém os pontos A € B, o conjunto solugao ¢ formado
pelos pontos da reta mediatriz do segmento AB; se o conjunto universo for o espago, o
conjunto procurado ¢ o plano mediador (perpendicular pelo ponto médio M) do segmento

AB, conforme as ilustragdes abaixo:



Conjunto solugao: também chamado de conjunto verdade, ¢ o conjunto de valores
que satisfazem uma equacao, inequacao ou sentenga. Exemplos:
e O conjunto solu¢iode x> —4x+3 = 0¢S = {1,3};

e O conjunto solugiode x> —4x < 0¢éS = {0 <x < 4}.

Para a analise do conjunto solugao, precisamos estar atentos ao conjunto universo
adotado. Nos exemplos apontados na alinea ¢ desta se¢do, como nao explicitamos o
conjunto universo, consideramos o maior possivel, conjunto dos ndmeros reais
(subtendido). Em alguns casos, o conjunto solugdo pode estar dentro de um conjunto
universo explicitado e restrito a subconjuntos dos numeros reais (naturais, inteiros,
racionais, irracionais), o que restringe o conjunto solugdo como nos casos apontados nos
dois exemplos a seguir. Exemplos:

O conjunto solu¢do da sentenca p(x) = x> —x — 2 e p(x) = 0 no conjunto N é S
= {2}, pois apesar de p (—1) = 0, —1 ndo entra no conjunto solug¢do, visto que o conjunto

universo € o conjunto dos niimeros naturais € nao existe nimero natural negativo;

. 3 . . . ,
O conjunto verdade da sentenca x? — SX— 1 < 0 no universo dos inteiros ¢ V =

1 . . ,
{x € Z,; -3 <x< 2} = {0,1,2}, note que se o conjunto universo fosse os numeros

racionais, irracionais ou todos os reais, teriamos um conjunto verdade infinito.

Conjunto vazio: em muitas situagdes, determinamos conjuntos que satisfazem a
uma propriedade dentro de um conjunto universo, mas acontece que as vezes nenhum
elemento de U (universo) goza da propriedade colocada. Nessa situacao, o conjunto X =
{x; x tem a propriedade P} nio possui elementos, pois nenhum elemento de U satisfaz
a propriedade P, portanto X ¢ o que chamamos de conjunto vazio, que € representado por:
@. Exemplos:

o {x;x # x} = @, todo nimero ¢ igual a si mesmo;
e {x €N; x?+ 5x+ 6 =0} = @, nenhum niimero natural é solu¢io da equagdo em

questao;



e {x € Q:x? =2} =0, /2 é um nimero irracional;
e {xeER;x>+1=0}=0,Ax € Rtal que x = V—1, isto &, ndo existe raiz quadrada

real de numero real negativo.

Observagao: ha duas formas de representar o conjunto X vazio, X = @ ou X = {}.

1.4 RELACAO DE INCLUSAO
Considerando dois conjuntos A e B, dizemos que A € subconjunto de B quando todo
elemento de A também ¢ elemento de B. Simbolicamente: A € B. Quando A € B, diz-se
que A esta contido em B, que A ¢ parte de B, ou que A esta incluido em B. A relagdao A
B ¢ arelagao de inclusao.
e Exemplo. Os conjuntos numéricos N,Z, Q e R seguem a relagdo de inclusdo N
Z cQcR.
e Exemplo. Sejam I o conjunto dos tridngulos isosceles e E o conjunto dos tridngulos

equilateros. Todo triangulo equilatero ¢ isosceles, portanto E C [.

Dizerque X Cc Y & Y D X, o simbolo D significa contém. Para demonstrar que um
conjunto X ndo estd contido num conjunto Y, basta encontrar um elemento de X que nao

pertenga a Y, simbolicamente: X ¢ Y © Y 2 X.

e Exemplo. Seja X = {1,23}eY = {2,34},noteque X ¢ Y, pois 1 E X mas 1 &
Y, equivale a dizer que Y 2 X; reciprocamente, Y & X, pois4 € Y mas 4 ¢ X.

e Exemplo. N c Z, masZ & N, pois —1 € Zmas — 1 € N, o que equivale a dizer que
N 2 Z.

e Exemplo. Sejam X = {0,3,7}eY ={0,7},Y € X, poisparatodoy € Y, y € X, isto

equivale a dizerque X D Y.

O conjunto @ ¢é subconjunto de qualquer conjunto B, pois, caso se pudesse
estabelecer @ ¢ B, aconteceria b € @ tal que b € B, mas como ndo existe b € @, somos
forcados a admitir que @ c B, qualquer que seja o conjunto B. A relagdo de inclusdo X
Y tem 3 importantes propriedades abaixo:

e Reflexiva: X c X, para todo conjunto X;

e Transitiva:se X cYeY c Z,entdo X C Z;



Antissimétrica: se X cYeY cCcX,entioX =Y.

Conclui-se, pela propriedade antissimétrica, que dois conjuntos sao iguais quando

tém os mesmos elementos, ou seja, quando X € Y e Y C X, consequentemente X = Y.

Sempre que se precisar de provar a igualdade entre dois conjuntos, basta demonstrar que

X cYeY cX. Entao, dizer que X = Y, ¢ dizer que X e Y sao o mesmo conjunto. Por

conseguinte, para X C Y, ndo se exclui a possibilidade X = Y, igualdade que sé ocorre

quando X cYeY cX.Masquando X CcYeX #Y,tem-se X c Y e Y & X , nesse caso,

X ¢ uma parte propria de Y, quer dizer, X ¢ um subconjunto proprio de Y.

Exemplo. Considere A = {1,2,3} e B = {1,2,3}, todo elemento de A ¢ elemento
de B, reciprocamente, todo elemento de B ¢ elemento de A, dai tem-se que A € B
eBcA logoA = B.

Exemplo. Considere C = {—2,2,6}e D = {6,2,—2}, nesse caso, C ¢ D sdo
conjuntos iguais mesmo que os seus elementos ndo estejam na mesma ordem, basta
apenas que eles tenham os mesmos elementos para garantir a igualdade entre eles.
Exemplo. Considere E = {7,8,9,9,9,10} ¢ F = {7,8,9,10}. Nesse caso, E ¢ F sdo
conjuntos iguais mesmo que os elementos do conjunto E estejam repetidos, pois os
conjuntos E e F t€ém os mesmos elementos, portanto E = F.

Exemplo. Tem-se Z < Q, mas nao se tem Q C Z, pois % EQ mas% & Z,como Q D

ZmasZ P Q,logo Z # Q.

Dado um conjunto X, indica-se por P(X) o conjunto das partes de X, que é o

conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de X. Dizer que A € P(X) é a mesma coisa

que afirmar que A € X. P(X) nunca ¢ vazio, pois ha pelo menos @ € P(X), porque @ ¢

parte propria de qualquer conjunto.

Exemplo. Dado X = {1,2}, logo P(X) = {@,{1},{2},{1,2}}.

O conjunto das partes de qualquer conjunto tem a seguinte propriedade:

Se um conjunto X tem n elementos, P(X) tem 2" elementos.

Prova 1: paraX = {},n = 0,logo P(X) tem 2° = 1 elemento. Se X # @, com n
elementos, isso acarreta n # 0, entdo para cada elemento de X, temos a decisao de

coloca-lo ou ndo como elemento do subconjunto de X, como para cada elemento de



X tem-se 2 possibilidades (sim ou ndo) quanto a inseri-lo num subconjunto de X, o
numero de elementos de P(X) ép=2-2-2..-2 = 2™,

Prova 2: Seja X = {x1,x5,...,X,} com n eclementos, P(X) ¢é formado por
subconjuntos de 0 a n elementos. Para formar subconjuntos com nenhum elemento,
temos apenas o @, ou seja, C, o = 1 possibilidade, para formar subconjuntos de 1
elemento, tem-se C,; =n possibilidades, para formar subconjuntos de 2
elementos, tem-se C,, possibilidades, assim sucessivamente até se chegar ao
subconjunto de n elementos, dai tem-se C,, ,, = 1 possibilidade. Entdo, o nimero de

elementos de P(X) ¢ Cpo+ Cp1+ Cpo+ -+ Cppqg +Cpp = (1 +1)" =2

Exemplo. Seja X = {0,1,2}, o nimero de elementos de P(X) ¢é23=2-2-2=8.
Basta notar que o subconjunto sem elemento ¢ @, entdo temos 1 possibilidade, para
o subconjunto com 1 elemento tem-se {0},{1},{2}, 3 possibilidades, para o
subconjunto de 2 elementos, tém-se {0,1}, {0,2}, {1,2}, 3 possibilidades, por fim
temos o subconjunto de X com 3 elementos (o préprio X), {0,1,2}, 1 possibilidade,
fazendo a soma, obtemos o total de elementos de P(X): 1 +3+3+ 1 =8.
Exemplo. Dado X = {3,4}, o nimero de elementos de P(X) ¢é 2% = 4.

1.5 OPERACOES

1.5.1 Uniéo e Interseccao
1.5.1.1 Unido

A unido dos conjuntos A e B € o conjunto A U B, composto pelos elementos de A

mais os elementos de B, portanto dizer que x € A U B quer dizer que pelo menos uma das

seguintes sentengas ¢ verdadeira: x € A ou x € B. Entdo pode-se escrever: AUB =

{x;x € Aoux € B}.

Contrariamente a linguagem popular, a palavra “ou” ¢ usada em sentido amplo,

afirmar que “x € A ou x € B” quer-se dizer que ao menos uma das alternativas ¢

verdadeira, sem excluir a possibilidade de que ambas sejam, ou seja, de haver

simultaneamente x € A e x € B.



AuEB

Na figura acima, onde os conjuntos A e B sdo diagramas, A U B ¢ a parte hachurada.

Para quaisquer conjuntos Ae B,Ac AUBeB c AUB.

Exemplo. Dados A = {1,23}eB = {2,4,6},entaio AUB = {1,2,3,4,6}, ACc AU
BeBcAUB.

1.5.1.2 Intersegdo

A interse¢ao dos conjuntos A ¢ B é o conjunto A N B, composto pelos elementos
que estao simultaneamente em A e em B, portanto dizer que x € A N B,significa dizer que

ha ao mesmo tempo x € A € x € B. Escreve-se, portanto: ANB = {x;x € Ae x € B}.

Na figura acima, em que os conjuntos A e B estdo representados por diagrama, 4 N
B ¢ a parte hachurada.

Para todos os conjuntos Ae B,ANBcAeANB cB.

Exemplo. Sejam A = {1,2,3} ¢ B = {2,4,6}, entio ANB ={2}, ANB C
AeANBcB.

Pode acontecer de A N B = @, nesse caso, A ¢ B sdo conjuntos disjuntos, veja a

figura abaixo:



|
ANEBE=0

Conforme a figura acima, ¢ importante notar que dois conjuntos A e B disjuntos ndo

se interceptam.

Exemplo. Dados A = {1,3,5}e B = {2,4,6}, A e B sdo disjuntos, poisAN B = Q.

1.5.1.3 Unido e Interse¢do

Abaixo estdo as principais propriedades envolvendo unido e intersecdo entre

conjuntos:
1. Idempoténcia: AUA=AeANA=A;
2. Comutatividade: AUB=BUAeANB =BNA,;
3. Associatividade: AU(BUC)=(AUB)UCeAN(BNC)=(ANnB)NC;
4. Elementoneutro: AUP =AeANnU =A;
5. Elemento Absorvente/Dominante: AUU =UeANOQ = @;
6. Distributividade: AU(BNC)=(AUB)N(AuC)eAn(BUuC)=(AnB)U
(ANn0C);
7. AcB=>AUB=BeANB=A.

As propriedades de 1. a 5. sdo de verificagdo imediata, as distributividades da

propriedade 6) serdo demonstradas abaixo:

D xedU(BnC)excdouxeE(BEnC)excdoul(xEBexel) e

= (xEdouxeBle(yxEdouxelC)=xcEAUBexcdUlC &

= xE(AUB)N(AUC)



ilxeEAnN(BUC)=xcedexe(BUC)=xEAde(xEBouxelC) e
e (xredexeBloulredexel)=exe(AnBlouxe(AnC)

S xE(ANBIU(ANC)

Segue abaixo a prova da propriedade 7.:
Para provar AU B = B devido a A © B, ¢ preciso mostrar que BCc AUBe AU
B c B, como Bc AUB pela definicdo da unido, desse modo a prova limita-se a

demonstrar que A U B € B.

AcCB
xEAUB@xEAouxEBzC xXEB=>AUBCB
Logo AUB =B.

Para provar que AN B = A do fato de A C B, ¢ necessario mostrar que A € A N
BeANB c A; pela definicdo de intersecdo, AN B C A, assim a prova limita-se a

demonstrar que A € A N B. De fato, A € A N B, do contrario:
AxeA;x ¢ ANB=>x€ldex¢B>BpA

Um absurdo, ja que A € B,assim A € AN B.
Logo,AnB = A.
Exemplo. Considere A = {0,5,8,9}, B = {0,9,10} ¢ C = {5,6,9,12}, assim:

e BNC={9}, AUB=1{0,58910} ¢ AUC ={0,56,89,12}, AU(BNC) =
(AuB)n(Au(C) ={0,5,8,9};

e ANB={09}, AnC=1{59}, BNC={9} e BUC=1{056910,12}, AN
(BuC)=AnB)uAnCcC)=1{05,9}.

Exemplo. Considere A = {1,4,9} e B = {1,4,9,12,17}, AUB = {1,49,12,17} =B
e ANB ={1,4,9} = A, pois A  B.



1.5.2 Diferenca, Complementar e Diferen¢a Simétrica
1.5.2.1 Diferenga

A diferenca de dois conjuntos A e B é o conjunto A — B, composto pelos elementos
de A que ndo pertencema B.A—B ={x;x € Ae x &€ B}.

A B

Na figura acima, em que os conjuntos A e B estdo representados por diagramas, a
diferenca entre A e B ¢ a parte hachurada. O conjunto B nao precisa de estar contido no
conjunto A para que haja A — B.

Se A e B forem disjuntos, A — B = A, conforme a parte hachurada da figura

abaixo:

Em qualquer situa¢do, A— B = A — (AN B).

e Exemplo. Dados A = {3,5,7}eB = {579}, A — B = {3}eB — A = {9}.

e Exemplo. Sejam A = {7,9,11}e B = {8,10,12}, A — B = {7911} = A ¢
B — A = {8,10,12} = B,vistoque AN B = .

1.5.2.2 Complementar

Quando ocorre B C A, a diferenca A — B ¢ o complementar de B em relagdo a A

que simbolicamente é: A — B = C? ou C,B. A operagdo complementar s6 existe quando

um conjunto esta contido em outro, conforme a figura abaixo:



Na figura acima, C? é a parte hachurada. Como consequéncia: x € CZ = x & B.
Além disso, dentro da operagido complementar, A — B = A N CZ. Evidentemente, x € A —
BoxeEAex¢é¢BoxedAexeCloxeAnCs.

Exemplo. A = {1,2,3,4,5}e B = {1,2,3},como B C A, ¢ definida a operacio CZ,
com C? = A—-B = {4,5}.

Em muitos casos, considera-se o conjunto universo para tratar de complementares.
Na maioria dos casos, o conjunto universo considerado € o conjunto R, portanto para X
R, para o complementar de X no conjunto R, adota-se uma notacdo mais simplificada:
CX ou X ou X°.

Exemplo. Considere os conjuntos A = {x € Z; x < 0} = Z_, 0 conjunto universo
em questdo é Z, entdo A¢ = {x € Z|x > 0} = Z%,.

Seguem abaixo as principais propriedades da operacdo complementar entre
conjuntos:

1. (B¢ =B8B:
x€EBO ' ©ox¢B o x€B

2. BcAe AcB:
— BcA — — —
P)xeEA=>x¢A=—>x¢B=>x€EB=>ACB

_ACB _
(€)xEB=>x¢B——x¢A>xEA>BCA
3. A=p o A=U:

Vx,x¢Ax€EAx€eU

I
|
o]

4. AUB N
xEAUBS x¢AUBo x¢Aex¢é¢BeoxeAexeEBexeANB
5. ANB=AUB:

xEANBoex¢é¢ANBox¢AouxéBeoxeAouxeEBe xEAUB

E importante observar que o complementar de uma unido ¢ uma intersecdo de

complementares e o complementar de uma interse¢do ¢ uma unido de complementares.



Exemplo. Considere A = {x € R;x = 0} e B = {x € R; x < 7}, desse modo A® =
{(xER;x<0}L,B ={x eR;x>7}e:
Q) AN ={xeR;x=>0}=4e (B ={x€eR;x<7}=B;
b) ABcR=>R¢ =0 = R¢ cA®e R’ c BS;
c) AUB=R=>AUB)'=0={x€eR;x<0}n{x €ER;x > 7} =A° n B¢,
d ANB={x€eR0<x<7}>UNB)={xeERx<0oux=>7}={x€
R;x <0}u{x € R;x =7} =A° U BC.

Exemplo. Considere A ={x E R;x >3} ¢ B ={x € R;x > 1}, A c B, portanto

{x e R;x <1} c {x € R;x < 3}, isto é, B¢ c AC.

1.5.2.3 Diferen¢a Simétrica

Para quaisquer conjuntos A e B, define-se a diferenca simétrica por AAB =

(A-B)u(B—-A4).

O conjunto AAB ¢ a parte hachurada da figura acima.
Exemplo. Dados A = {3,4,5,6,7} ¢ B = {6,7,8,9,10}, AAB =(A—B) U (B —
A) ={3,4,5} U {8,9,10} = {3,4,5,8,9,10}.
Seguem abaixo as propriedades da diferenca simétrica:
1. AAB = BAA (Comutatividade):
AAB=(A—B)U(B—-A)=(B—-A)U(A—-B)=BA4A
2. AAA = 0.
AAA=(A—-AUA-A)=0UD=0
3. AAQ = A (Elemento Neutro):
4, AAD=(A—-D)U@—-A)=AUpd=A
AAB = (AUB) — (AN B):
AAB=(A—-B)U(B—-A4) = (ANnB)U(BNA) =



=[(ANB)UB]IN[(ANB)UA] =
=[(AuB)N(BUB)INn[(AuA)Nn(BUA)] =
=[(AuB)NU]IN[UN(BUA)] =
=(AUB)N(AUB)=(AUB)N(ANB) =
=(AUB)—(ANB)

Exemplo. Dados A = {0,4,5,8,11} ¢ B = {—6,—3,8,11}, assim AUB =
{—6,-3,04,58,11}, AnB ={8,11},A— B ={0,4,5}e B— A= {—6,—3}:
a) AAB ={0,4,5} U {—6,—3} ={-6,—-3}U{0,4,5} = BAA;
b) AAB ={0,4,5}U {-6,—-3} ={-6,—-3,0,4,5} = {—-6,—3,0,4,5,8,11} — {8,11} =
AUB —-AnNB.

1.6 CARDINALIDADE DA UNIAO

A cardinalidade de um conjunto finito refere-se ao numero de elementos desse
conjunto. Simbolicamente: n(A4) ou #A4 ou card A. O conjunto vazio tem cardinalidade
Zero.

Para quaisquer conjuntos A e B, cardinalidade de AUB é: n(AUB) =n(4) +
n(B) —n(AnB).

Prova. Considere os conjuntos A e B abaixo:

Para apurar a cardinalidade de A U B de forma mais facil, convém desmembrar os

conjuntos A e B conforme a figura abaixo:



(0 )

Entao:
nAUB)=n(A—B)+n(AnEB)+n(BE—-A4) =

=n(A—AnB)+n(AnB)+n(BE—ANE)=
=n(d)—n(AnB)+n{AnB)+n(B) —n(ANE) =

=n(d)+n(B)—n(dnEB)
Quando A ¢ B sio disjuntos, n(A U B) = n(A) + n(B), pois n(A N B) = 0, devido

aANB =0Q.
Para trés conjuntos finitos, tem-se: n(AU B U C) = n(A) + n(B) + n(C) —

n(ANnB)—n(AnC)—n(BNnC)+n(AnBnNC).

Prova. Considere os conjuntos A, B e C abaixo:

ava

Para a demonstra¢do, utilizar-se-4 n(AU B) e o desmembramento de C dos

conjuntos A e B, conforme abaixo:



— AUEB

C—(AuBINC

Entao:
nAUBUC)=n{AUB)+n[C-({AUB)NC] =

=n(d)+n(B)—n{AnE)+n(C)—m[(AUB)NC]} =

=n(d)+n(B)—n(AnB)+n(C)—n[(AnC)U (BN
=n(d)+n(B)+n(C)—mANB)+n(AnC)+n(BEnC)—n(ANEBNC)] =

=n(d)+n(B)+n(C) —n(ANB)—n{AnC)—n(BNC)+n(ANnEnNC)

A cardinalidade da unido entre conjuntos segue o principio da Inclusdo — Exclusao:
em resumo, o numero de elementos da unido entre os conjuntos € resultado da soma dos
elementos de cada conjunto, subtraindo os niimeros de elementos das interse¢des dois a
dois, somando os nimeros de elementos das intersecoes trés a trés, subtraindo os nimeros
de elementos das interse¢des quatro a quatro, assim sucessivamente.

Exemplo. Foi feita uma pesquisa com 500 pessoas sobre as marcas de detergente A
e B, 258 usam a marca A, 313 usam a marca B. a) Quantas pessoas usam ambas as marcas?
b) Quantas pessoas usam somente a marca A? ¢) Quantas pessoas usam somente a marca
B?

Resolucgao:

a) 500 =258+313—n(AnB)=>n(ANnB)=71
b) n(A—B) =258—-71 =187
c) n(B—A)=313—-71=242



Exemplo. Em uma escola com 700 alunos, eles tétm a op¢do de participar de 3
clubes: Ciéncias, Matematica e Robdtica. Segue a distribui¢do das preferéncias:
268 participam do clube de Ciéncias
309 participam do clube de Matematica
289 participam do clube de Robdtica
91 participam dos clubes de Ciéncias e Matematica
98 participam dos clubes de Ciéncias e Robotica
56 participam dos clubes de Ciéncias, Matematica e Robotica
72 nao participam de nenhum dos clubes
a) Quantos alunos participam dos clubes de Matematica e Robotica? b) Quantos
alunos participam dos clubes de Matematica ou Roboética? ¢) Quantos alunos participam
apenas do clube de Matematica? d) Quantos alunos participam dos clubes Ciéncias e
Robética, mas nao participam do clube de Matematica? e) Quantos alunos participam dos
clubes de Matematica ou Robdtica, mas ndo participam do clube de Ciéncias?
Resolucao.
a) 268+4+309+4+289-91-98—n(MNR)+56+72=700=>n(MNR) =105
b) n(M UR) =309 + 289 — 105 = 493
c) n[M—(MnNC)—(MNR)] =309—-91—-105+56 =169
d) n[(CNR)—(CNMNR)] =98—-56 =42
e) nff[(MUR)—(CNnM)—-(CNR)] =493 -91—-98+56 =360

Exemplo. Um determinado curso com 300 alunos oferta disciplinas obrigatorias e 4
disciplinas optativas A, B, C e D. Segue a distribui¢do dos alunos matriculados em
disciplinas optativas:

63 estdo matriculados na optativa A

75 estao matriculados na optativa B

83 estdo matriculados na optativa C

91 estao matriculados na optativa D

6 estao matriculados nas optativas A ¢ B

8 estdo matriculados nas optativas A e C

10 estdo matriculados nas optativas A e D

12 estao matriculados nas optativas B e C

14 estao matriculados nas optativas B e D

16 estdo matriculados nas optativas C e D



7 estdo matriculados nas optativas A, B e C

9 estdo matriculados nas optativas A, Be D

11 estao matriculados nas optativas A, Ce D

13 estao matriculados nas optativas B, C e D

4 estdo matriculados nas 4 disciplinas optativas

a) Quantos alunos estdo matriculados em pelo menos uma disciplina? b) Qual o
percentual de alunos que nao estdo matriculados em nenhuma disciplina? ¢) A maioria dos
alunos estao cursando ao menos 3 disciplinas? d) Quantos alunos estao matriculados em
exatamente 3 disciplinas? e) Quantos alunos estdo matriculados em no maximo 3
disciplinas?

Resolucao.

aln(AUBUCUD)=63+75+83+91-6-8-10—-12-14—-16+7+9+11+13 -4 =282

18
D)T—n(AUBUCUD)=300-282=18=p= " =6%

cn[ANBNC)UANBNDIUANCND)U(ENCND)=7+9+11+13—-4-4+4=28= nio
dnlAnBnCiuAnBnDiuAncnDIU(BnCcnD)—n(ANBENCND)=28—4=24

e)T—-n(ANBNCND)=300-4=29%

1.7 PAR ORDENADO E PRODUTO CARTESIANO

A operagao de produto cartesiano € baseada no conceito de par ordenado.

1.7.1 Par Ordenado

Sejam dois objetos a e b, o par ordenado fica definido quando escolhemos um deles
(digamos a) para ser a primeira coordenada e por conseguinte, o objeto b para ser a segunda
coordenada desse par. Dois pares ordenados (a,b)e (a’,b’)sdo iguais quando as
coordenadas correspondentes de cada par sdo iguais, isto é: (a,b) = (a',b') ® a =
a’' eb = b'. Deve-se ficar atento que par ordenado (a, b) ¢ diferente do conjunto {a, b}.
De fato, {a, b} = {b,a}, ao contrario de par ordenado, dois conjuntos sdo iguais quando
possuem os mesmos elementos, ainda que os elementos nao estejam na mesma ordem. Mas
dentro de par ordenado s6 ocorre (a,b) = (b,a) quandoa = b.

Exemplo. Os conjuntos {2,3} = {3,2}, mas os pares ordenados (2,3) # (3,2).

Exemplo. Em sistemas de equagdes, nota-se a importancia de par ordenado:

{x—y=6
x+y=10



O par ordenado (8,2) ¢ solucao do sistema, mas o par ordenado (2,8) nao.

1.7.2 Produto Cartesiano

O produto cartesiano de dois conjuntos quaisquer A ¢ B ¢ o conjunto A X B em que
seus elementos sdo os pares ordenados (a,b) com a primeira coordenada (a) sendo
elemento de A e a segunda coordenada (b) sendo elemento de B. Assim:

AXB={(a,b)la€e Aeb € B}

Quando A = B,tem-se A X B = A X A = A% O subconjunto AC AXAéo
subconjunto do produto cartesiano composto pelos pares ordenados (a, a) de coordenadas
iguais, denominado diagonal de A X A.

Quando A # B, os conjuntos A e B representam segmentos € o produto cartesiano
A X B representa, consequentemente, um retangulo, conforme a figura esquerda abaixo; na
figura abaixo, a direita, A = B, entdo o produto cartesiano A> = A X A, representa um

quadrado onde se destaca o subconjunto 4 (diagonal).

B AxB A Ax A
by feeeeeaen ..(ab} o - T ,(ab}
: : A
ao (ala}
a A a A,

Exemplo. Dados A = {3,6,9} e B = {cf,i}, A X B =
{(3,0),(3,1),(3,0),(6,¢),(6,1),(6,1),(9,¢),(9, /), (9,D)}.

Exemplo. Seja € = {x,y}, C>* = C x C = {(x,x),(x,y),,x),(y,y)} e A
{(x,0), (v, ¥)} = C2.
O produto cartesiano A X B n3o ¢ comutativo, ou seja, quase sempre A X B #

B X A.

Exemplo. Dados A = {2,58} e B = {6,9}, A X B =
{(2,6),(2,9),(5,6),(5,9),(8,6),(8,9)} e B x A =
{(6,2),(6,5),(6,8),(9,2),(9,5),(9,8)},assim A X B # B X A.



Exemplo. Dados A = {x € R|1 < x <4} e B = {x € R|1 < x < 5}, segue abaixo
a representacdo graficade A X B e B X A, apartir dela, nota-se a diferenca entre A X B

e B X A no caso apontado neste exemplo:

I ) &

[5h alehlaltls
AxB

=)

T— ‘-' T—

=1 1 >

aQererenas

A seguir, estdo listadas algumas propriedades relevantes do produto cartesiano.

1. O produto cartesiano A X B nao ¢ comutativo, quer dizer, AX B # B X A, a
igualdade s6 ocorre se, e somente se, A = B:
Se AX B = B X A, entao, para todo a € A e para todo b € B, (a,b) EAXB ¢
(a,b) € B X A, logo, Ac Be B c A, assim A = B. Reciprocamente, se A = B,
entio, AX B=B XA=AXA= A2

2. Se A e B sdo conjuntos finitos, n(A X B) = n(A) - n(B):
Considere os conjuntos A e B, com cardinalidade n(4) e n(B), respectivamente,
para formar cada par ordenado de A X B, toma-se os elementos de A para a primeira
coordenada e os elementos de B para a segunda coordenada, logo tem-se n(A)
possibilidades para a primeira coordenada e n(B) possibilidades para a segunda
coordenada, portanto, pelo principio multiplicativo da contagem, ha n(A) - n(B)
possibilidades para formar os pares ordenados de A X B. Observagdo: embora o
produto cartesiano nao seja comutativo, n(4 X B) = n(B X A), pois n(4) - n(B) =
n(B) - n(4).

3. AX(BUC)=(AXB)U(AXC(C) para todos A, B e¢ C (Distributividade em

relagdo a unido):

(x,v)EAx(BUC)=xcdeyeBUC=excde(yEBouvel) e
= (xcdeyeEBlou(xedeveEC)= (v, v)E(AxBlou(x,y) EExC =

S(xvIE(AxBIU(AxC)

4. AX(BNC)=(AxB)n (A xC) (Distributividade em relagdo a interse¢ao):



(x,vIEAx(BEnNC)=xcdevEBNCe=xcde(vEBeveE() =
=(xEdeyEBle(xEdevEl)= (x,y)EAXxBe(x,y)EAXC =
Sy E(AxBIN(AxC)

5. AX(B—C)=(AXxB)—(AxC) (Distributividade em relagdo a diferenga):

(x,yV)EAXx(B—C)e=xcdeyEB—Ce=xcde(vEBeyE() e
o(xEdeyEB)e(xEdeyvel)e (x,v)EAxBe(x,y)EAXC &
= (rVv)EAxXB)—(4AxC)

6. SeA=0eB =0, entio AX B = @:
Com efeito, como os conjuntos A ¢ B sdo vazios, ndo possuem elementos para a
formacao de pares ordenados, portanto A X B = @. Outra forma de constatar isso ¢
analisando a cardinalidade de A e B que ¢ zero, logo n(A X B) = n(A) -n(B) =
0 -0 = 0, consequentemente, A X B = (.
7. SeAXB=0,entaio A =@ ouB = @:
Se tivéssemos A+0 e B#0, 3x€A e Iy €B de modo que AXB =
{(x,y);x € Aey € B} # @, um absurdo, logo pelo menos um dos conjuntos A e B
sdo vazios, isto é, A = @ ou B = (. Outra maneira de demonstrar é analisando a
cardinalidade de A e B por conta de AX B =@, dai tem-se: AXB =0 &
n(AxB)=0&n(4) =0oun(B)=0A=0ouB =0.
Exemplo. Considere A = {3}, B = {3,6} e C = {3,6,9};
a)n(BxC)=n(B)-n(C)=2-3=3-2=n(C)-n(B) =n(C x B)
b)Ax(BUC)=1{3}x1{3,69} =1{(3,3),(3,6),(3,9)} ={(3,3),(3.6)JU{(33),(36),(39))=(AxB)U(Ax ()
c)Ax(BnC)=1{3}x{36}=1{(33),(3.6)}=1{(3,3),(3,6)} n{(3,3).(3.6), (39} =(AxB)N(A xC)

d) Ax(C—B)=1{3}x{9} ={(3,9)} = {(3,3),(3,6), (3,9} — {(3,3),(3,6)} = (A x C) — (A x B)



CAPITULO 2:
CONJUNTOS NUMERICOS

2.1 NUMEROS NATURAIS

O conjunto dos nimeros naturais ¢&:

N ={0,1,2,3, ...}

O conjunto N ¢ fechado para as operacdes algébricas de adi¢cdo e multiplicacao, isto
¢: a soma de dois nimeros naturais resulta em um nimero natural e o produto de nimeros
naturais resulta em nimero natural. Dentro dos naturais, ha o subconjunto N* = {1,2,3,-- },
naturais nao nulos, subconjunto fundamental para o processo de contagem ¢ o estudo de
variaveis discretas.

Seguem as propriedades operatorias da adi¢cao e da multiplicagdo:

1. Associativa: (x+y)+z=x+@y+2)e(x-y)-z=x-(y-2),;
Comutativa: x +y=y+xex-y=y-x;

Elemento neutro: x + 0 = xex - 1 = x;

LD

Distributiva: x - (y +z) =x -y +x - z.

Contudo, o conjunto N nao ¢ fechado para as operacdes algébricas de subtracao e
divisdo, pois nem sempre a subtracao de dois naturais resulta em um nimero natural e nem

sempre a divisdo de dois naturais resulta em um numero natural.

2.2 NUMEROS INTEIROS
O conjunto dos niimeros inteiros é:
Z={-,-3,-2,—-1,01,23,---}
O conjunto ¢ formado pelos naturais e os simétricos dos naturais nao nulos, assim:
7 =1{0,1,2,3,--}u{..,—3,—-2,—1}

Portanto, tem-se: N c Z.



2.2.1 Subconjuntos Notaveis
Inteiros ndo nulos: Z* ={...,—-2,—-1,1,2,...}
Inteiros ndo negativos: Z, = {0,1,2,--- }
Inteiros ndo positivos: Z_ = {...,—3,—2,—1,0}
Inteiros positivos: Z3 = {1,2,3, ...}

Inteiros negativos: Z* = {...,—4,—3,—2,—1}

2.2.2 Subtracao
O conjunto Z, além de ser fechado para as operacoes de adicao e multiplicacao, ¢
fechado para a subtragdo, pois a diferenca de dois inteiros sempre resulta num inteiro.
1. Propriedade do elemento simétrico: Vx € Z, 3! x" € Z tal que x + x" = 0.
Consequentemente:
x+(—x)=0=x—x=0
a—bsa+ (—b)
Propriedades decorrentes:
I. 1%Leidocorte:x+y=x+zey=12z
x+y=x+ze(x)+tx+y=CFx)+x+zeox—-—x)+ty=x—-x)+z
0+y=0+zeoy=2z
II.  Jogo de sinais: Vx € Z,x = —(—x)
xX+(—x)=0=>x+(x)—(—x)=0—(—x) >x =—(—x)
III.  Unicidade do elemento neutro:
a€Z;x+a=x=>(-x)+x+a=(—x)+x=>0+a=0=>a=0
IV.  Multiplicagao por zero: x - 0 = 0
x=x-(0+1)=x-0+x-1=x-0+x=>x-0+x+(—x)=x+ (—x)

=>x-0=0

O conjunto Z nao ¢ fechado para a operacao de divisao, pois nem sempre a divisao

de dois inteiros resulta em um inteiro.

2.3 NUMEROS RACIONAIS

O conjunto dos numeros racionais ¢:
P x
Q= 5; PEZeq€ELL

p = numerador



q — denominador

Para g = 1, conclui-se que Z < Q, sendo assim, N c Z c Q.

@

2.3.1 Operacgdes em Q

O conjunto Q ¢ fechado para as operagdes de adicao, subtracdo e multiplicacao de

divisao (denominador nao nulo).

Dados a,c € Qe b,d € Q™:

Exemplos:

5
I. 1—1—6—>5~16—20-4—80

i 2+3 _2-11+3-7 43
"7 11 7-11 77
2 3 2-11-3-7 1

"7 11 7-11 77



Propriedade do elemento inverso: Vx € Q*, 3! x" € Q tal que x - x" = 1.

Consequentemente:

-1
q = —
q

-1

2 <p-q
q
Propriedades decorrentes:
e Corte Multiplicativo (2% Leidocorte): x -y =x-zeoy=2zx # 0
e xy=x-ze @D xy=Hxzeoly=1l-zy=z2

e Unicidade do elemento neutro multiplicativo: 3u € Q;Vx € Q,x - u = x

1

Parax #0,x-u=x ©x ' x-u=x-x1'=21l-u=1u=1

Exemplo. Nunca caia na tentagido de resolver equacdo da forma ax? + bx =0

assim:
N ax?> bx b
ax“+bx=00—+—x=—-—
X X a
Pois zero também ¢ solugao.
Resolva assim:
ax2+bx=0=>x-(ax+b)=0<=x=00ux=—a

2.3.2 Fracao Irredutivel
E a fracdo de inteiros a / b quando MDC(a,b) = 1 e b # 0. Todo racional pode

ser escrito de forma Uinica sob a forma de fracao irredutivel quando:
a
vreQ,3!'(a,b) EZXZL;r = e MDC(a,b) =1

Dois inteiros sdo primos entre si se, € somente se, 0 MDC entre eles ¢ igual a 1.

Exemplos:
25_25°_5_
5 5:5 1
" 916 _ 916 _ 229
328 3284 82
. 3060 3060 36

3485 348585 41



v 516 51672 43
" 972 972112 81

2.3.3 Representa¢iao Decimal

A expressdo a = ag, 14, ... 4y, ..., ¢ arepresentacdo decimal do nimero real a onde
a, ¢ a parte inteira e a sequéncia de algarismos a4, as, ... a,, ... compoe a parte decimal
sendo a,, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. O digito a,, é o enésimo digito da representacdo decimal
dea,paraneN'e0<a, <09.

Exemplo. 15,246 ¢ 3,865757 ... sdo exemplos de expressdes decimais, 15 e 3 sdo
as partes inteiras de 15,246 e 3,865757 ..., respectivamente. O nimero na representacao

por a = ag, a,a, ... a, ... pode ser escrito na forma a seguir:

St B i T +§:a"
¢ =% T 701 T 102 " 103 107 T Lo
Assim:
15,246 = 15 4 — 4 —— 4 2
B 10 © 102~ 103

3,865757 3+8+6+5+7+5+7+
’ T 10 102 103  10* 105  10°

Na Matematica, ¢ adotado o sistema de numeracao decimal, quer dizer, usa-se os

algarismos de 0 a 9 para formar todos os nimeros. O valor de cada algarismo dentro do
numero depende da posi¢ao que ele ocupa dentro dele. O valor do algarismo cresce
conforme a posi¢do que ele ocupa da direita para a esquerda, entdo se o algarismo anda
para a posi¢do imediatamente a direita, o seu valor ¢ 10 vezes menor, enquanto o seu valor
se torna dez vezes maior, quando ele se desloca para a posi¢ao imediatamente a esquerda.
A partir da educacao basica, um estudante ja aprende que o valor do algarismo em nimero
cresce da direita para a esquerda antes e depois da virgula, antes da virgula, para a formagao
da parte inteira, comeca na unidade (10°), depois na dezena (10%), depois na centena
(102), depois no milhar (103), assim sucessivamente; depois da virgula, para a formacio

da parte decimal, o algarismo fica cada vez menor a medida que se posiciona cada vez mais
N . o 1 (1 . _

a direita da virgula, iniciando em 1071 (E)’ depois 10 (102) depois 10~ (103) depois
10~ ( 3 ) assim sucessivamente.

Exemplo. Os numeros 12217 e 18,524 podem ser escritos na seguinte forma:
12217 =1-10*+2-103+2-102+1-101 +7-10° ¢ 18,524 =1-10* + 8- 10° +

101 + 102 + 103



Apesar de 12217 poder ser escrito na forma 12217,000 ..., por convengdo, a virgula
e a parte decimal, que € toda composta por zeros, sdo omitidas, isso acontece com qualquer
numero inteiro. Ja no caso do numero 18,524, a virgula € necessaria, porque existem
algarismos distintos de zero apos a virgula que precisam de ser diferenciados da parte
inteira, assim como acontece nos numeros 0,008 =0-10°+0-10"14+0-10"2+ 8-
1073 e 507,0109=5-102+0-10'+7-10°+0-10"1+1-1072+0-10"3+9-
107%

No sistema decimal de numerac¢ao, todo niumero racional ¢ decimal exato ou dizima

periodica.

2.3.3.1 Decimal Exato

Um namero decimal exato € aquele que resultante da divisdo entre dois inteiros,
resulta em outro inteiro ou em numero decimal com nimero finito de casas depois da
virgula. Exemplos. Veja abaixo o resultado da divisao de 625 por 5, de 167 por 20 e 5,7
por 2:

625 5 167 20

0 125 o 8,35

5'? |2—i

5? IL .‘....................

0 2,85
Entdo %5 = 125, 12i07 =8,35¢ 52—7 = 2,85, no caso da divisao de 625 por 5, tem

como resultado um namero inteiro e por isso, a virgula ¢ implicita, mas para o resultado da
divisdo de 167 por 20 e de 5,7 por 2, utiliza-se obrigatoriamente a virgula, pois ha

algarismos ndo nulos ap0s ela.

2.3.3.2 Dizimas Periddicas

2.3.3.2.1 Conceito
Dizima periodica é o nimero cuja representacao decimal possui infinitos algarismos
repetidos periodicamente apos a virgula. A fragdo que origina a dizima periodica €

denominada geratriz. A parte que se repete na dizima periddica ¢ denominada periodo.



2.3.3.2.2 Dizima Periodica Simples

Uma dizima periddica simples ¢ aquela formada somente pela parte inteira e pela
parte que se repete indefinidamente apos a virgula. Exemplo. Através deste exemplo, vé-
se os componentes de uma dizima peridédica simples:

5 _ 863 __
—=0,555..=0,5- —=8,717171...=8,71
9 \\\\ 99 '\\

Periodo Periodo
Parte Inteira
Parte Inteira

Geratriz Geratriz

Veja como obter a fragdo geratriz de dizima periddica simples a partir dos exemplos
a seguir.
Exemplos:
a) 0, 1534
1* forma. Primeiro a dizima periddica é multiplicada por 10™, em que n corresponde
ao namero de algarismos do periodo (parte que se repete), depois subtrai-se o resultado do
valor da dizima:

x = 0,1534... % 10* — o periodo tem quatro algarismos, os digitos 1,5.3 e 4, nessa ordem

—x=-0,1534 ..
9999x = 1534
1534
* = 9999

2% forma. Outra maneira de encontrar a fragcdo geratriz ¢ dividir os digitos do
periodo, que sdo 1,5,3 e 4, nessa ordem, pelo numero que ¢ formado pela quantidade de
algarismos 9 equivalente a quantidade de digitos do periodo, nesse caso, o denominador

vai ter quatro algarismos 9, assim:

0,1534 = 1534
’ "~ 9999

b) 13,26478
1* forma. Multiplica-se a dizima periddica por 10°, depois subtrai-se o resultado do

valor da dizima periddica:



x = 13,26478 ... x 10°

—x =—13,26478 ...

99999x = 1326425

_ 1326425 147385
99999 11111

2% forma. Quando a parte inteira da dizima periddica simples € ndo nula, o

numerador ¢ resultante da diferenca entre o niimero formado pela unido da parte inteira
com os algarismos do periodo e a prépria parte inteira, 0 denominador serd composto por
tantos algarismos 9 quantos forem os digitos do periodo:

1326478 —13 1326465 147385
N 99999 99999 11111

13,26478

2.3.3.2.3 Dizima Periodica Composta

E a dizima periodica composta pela parte inteira, parte decimal nao periddica

(anteperiodo) e pelo periodo.

Exemplo. Abaixo se mostram os componentes da dizima composta 3,16534:

Parte inteira Periodo
\\ -~

,
by

il

Y
“3,16534

Anteperiodo

Veja como obter a geratriz de uma dizima peridodica composta a partir do exemplo
a seguir.
Exemplo. Obtenha a geratriz dos numeros decimais 0,00217 e 3,472555:
a) 0,00217
1* forma. Multiplicar a dizima por 10", onde n ¢ a quantidade de algarismos do
anteperiodo, depois multiplica-se esse resultado por 10”, em que p é a quantidade de

digitos da parte perioddica, depois subtrair este ltimo resultado do resultado anterior:



0,00217 % 102 = 0,217 — a parte ndo periédica tem dois algarismos
0,217 x 103 = 217,217 — a parte periédica tem trés algarismos
100000x = 217,217

—100x = —0,217

99900x = 217
217
* = 90000

2% forma. Forma-se o numerador pela diferenga entre o nimero formado pela jun¢do
do anteperiodo com o periodo e o nimero formado pelos algarismos do anteperiodo e o
denominador ¢ formado pela quantidade de 9 equivalente a quantidade de algarismos do

periodo seguido de tantos 0 quantos forem a quantidade de digitos do anteperiodo:

0.002T7 = 217
’ ~99900

b) 3,472555
1* forma. Multiplicar a dizima por 103, depois multiplicar esse resultado por 103, e

por fim subtrair este ultimo resultado do anterior ¢ o denominador ¢ formado pela
quantidade de 9 equivalente a quantidade de algarismos do periodo seguido de tantos 0
quantos forem a quantidade de digitos da parte ndo periddica:

3,472555 x 10° = 3,47518 — a parte ndo periédica tem trés algarismos

3472,555 % 103 = 3472518,518 — a parte periddica tem trés algarismos

1000000x = 3472518,518
—1000x = —3472,518

999000x = 3469046

_ 3469046 _ 46879
* = gooo0o0 13500

2* forma. Como a parte inteira € diferente de zero nesse caso, forma-se o numerador

pela diferenga entre o nimero formado pela parte inteira, parte ndo periddica e periodo e o
numero formado pela parte ndo periddica e o periodo e o denominador ¢ formado pela
quantidade de 9 equivalente a quantidade de algarismos do periodo seguido de tantos 0

quantos forem a quantidade de digitos da parte ndo periddica:

2 47751 = 3472518 — 3472 3469046 46879
’ B 999000 © 999000 13500




2.4 NUMEROS REAIS
2.4.1 Dizimas Nao — Periodicas

Existem expressdes decimais a = ag,a,a; ...4, ... que nem sao finitas nem
periddicas, ou seja, ndo podem ser escritas como fracdo de inteiros. Matematicamente

falando: A(p,q) € Z X Z*, tal que s = a.Logo: a ¢ Q.

2.4.2 Numeros Irracionais
O conjunto dos nimeros irracionais € aquele que contém numeros que nao podem
ser expressos por uma fra¢do de inteiros: Q'. O conjunto dos niimeros reais (R) é resultante

da unido entre os racionais e irracionais, portanto: R = Q U Q’, sendo Q' = R — Q.

Dessa maneira, N € Z ¢ Q < R. A parte pintada engloba os nimeros irracionais,
que sao os numeros reais que ndo sao racionais, quer dizer, o complementar de Q no
conjunto R.

Finalmente, entre os conjuntos numéricos, também existe o conjunto C dos numeros
complexos, que nao ¢ tratado neste livro, mastem-se NCc Z c Q c R c C.

Exemplo. v/7 é irracional.

Prova. v/7 é irracional, pois do contrério, haveria inteiros p e g, primos entre si, tal
que
§=\/7(:)p=\/7q=>p2 = 7q>
um absurdo, j4 que na fatoracdo em primos, quando se decompde um quadrado
pertfeito, todos os fatores primos aparecem elevados a expoentes pares, portanto o fator 7
tem expoente par em p?, porém tem expoente impar em 7¢?2, a igualdade ndo é possivel,

pois pelo Teorema Fundamental da Aritmética, um niimero natural ¢ decomposto de modo



inico em fatores primos, logo v/7 é irracional. Outra maneira de comprovar que V7 é
irracional ¢ supondo, por absurdo, que existem inteiros p € q, primos entre si, de maneira

28

pri 7 © p? = 7q?, conclui-se que p? é multiplo de 7, entdo p ¢

que §= V7, logo
multiplo de 7, tomando p = 7k, para k € Z, dai, haveria p? = (7k)? © p? = 49k?, dai
infere-se que g também ¢é multiplo de 7, o que se conclui que g também é multiplo de 7,
um absurdo, ja que MDC(p, q) = 1, pela hipotese.

Do exemplo anterior, conclui-se que V2,3, \/§,V6, entre outros, também sdo
numeros irracionais.

Exemplo. O numero w = 3,141592 ..., muito utilizado na geometria, ¢ irracional.
Param,n € N, se VYm & N, entdo Vm ¢ Q.
n
Prova. Vamos supor, por absurdo, que (g) = m, com inteiros p € q primos entre
si, logo p™ = q"m e, por conseguinte, q" ¢ divisor de p", como MDC(p,q) =1 =
MDC(p™,q™) = 1, a Ginica maneira de q" ser divisor de p™ éparag=1.Seq=1,p =
Vm, o que contradiz a hipétese de Y/m & N. Em resumo, param,n € N, se Vm & N, entdo
YmeqQ'.
Exemplo. Os numeros V11, V3, ¥ 57,113 e V2% também sio irracionais.
Sea€EQebeQ,entioa+hbeQ ea—beqQ.
Prova.
a) Suponha que a + b = ¢, € Q, haveria b = ¢; —a € Q, um absurdo, logo a + b €
Q’;
b) Suponha que a — b = ¢, € Q, haveria b = a — ¢, € Q, um absurdo, logo a — b €
Q.

SeaE@*ebEQ’,entﬁoa~bE@’e%EQ’.
a) Suponhaquea-b =c3 € Q, haveria b = %3 € Q, um absurdo, logoa - b € Q’;

b) Suponha que % =c, €Q (cy #0), haveria b = Ci € Q, um absurdo, logo % €Q.
4

Exemplo.3e@ex/ﬁeQ',entao3+x/§e@',3—\/36(@',3\/36(@'e%e(@’.

Observagao: o conjunto Q' nao é fechado para nenhuma das quatro operagdes
algébricas, pois a soma, a subtracdo, a multiplicacdo e a divisdo de numeros irracionais

nem sempre resultam em um niimero irracional:



a) 2+V7)+(2-V7)=4€eqQ;
b) 2+V7)-V7=2€eq;
©) 2+V7)-(2-V7)=4-7=-3€Q;

d)%zl&@

2.4.3 Operacgoes em Numeros Reais

O conjunto R ¢ fechado para as operacdes de adigdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo. Lembrando que a divisdo s6 ocorre com denominador nao nulo.

Em R, as operacdes de adigdo e multiplicagdo satisfazem a todas as propriedades ja
mostradas. A subtracdo e divisdo sdo operagdes que derivam da adi¢do e multiplicagdo, a
operacao de subtracdo sempre ¢ definida em R sem restri¢des e a divisdo se define em R

quando o divisor ¢ ndo nulo.

2.4.4 Relacao de Ordem
No conjunto R, destacam-se os subconjuntos R}, R” ¢ {0} e ¢ chamado de corpo
ordenado, pois as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
1) Sex,yeR, =>x+y€eR,ex-y€R];
2) VxeR,x ER} oux € R oux =0.

Das condi¢des acima, conclui-se que a soma e o produto de dois nimeros reais
positivos sempre resultam em reais positivos, ademais, para todo nimero em R, ha trés
possibilidades: 1) ser positivo; 2) ser negativo; 3) ou ser nulo. Os conjuntos R}, R: e {0}
sdo dois a dois disjuntos, com R = R} U R U {0}. Num corpo ordenado R, se a € R*,
entdo a? > 0. De fato,se a € R}, a-a = a? € R%, se a € R*, entdo —a € R, segue que
(—a) - (—a) = a? € R%. Num corpo ordenado, o quadrado de qualquer niimero nio nulo
¢ sempre positivo. Nao existe nimero negativo que seja quadrado de algum numero em R.

Exemplo. Nio existe x € R tal que x* = —1.

Quando se tem x < Yy, significa que x € menor que y, dessa forma y —x € R},
quer dizery = x + z,com z € R}. Afirmarque x <y ey >x.Sex > 0, logo x €

t.enquantose x < 0,x € RX;sex = 0, entdo x € {0}.
A relagdo de ordem x < y tem as seguintes propriedades:

1) Transitividade:sex < yey < z,entdox < z



2)

3)

4)

S)

6)

7)

8)

Sex < yey < z,entdo da,h ER}, demodoque y = x + aez =y +b,
assim,z = x + a + b, paraterminar, z — x € K}, logo z > «x.
Tricotomia: Vx,y € R, ha 3 possibilidades: x < y,x > youx =y
Com efeito,y —x € Riouy—x €ERZ ouy —x =0.
Monotonicidade da adicdo: se x < y,entdioVzER, x + z < y + z
y+z2)—(x+2z)=y—x€R},segueque x + z < y + z.
Monotonicidade da multiplicagdo: se x < y, entdo Vz € R}, xz < yz. Por outro
lado, Vz € R:, xz > yz.
I°caso.y—x€ER,ez€ER, =z -(y—x) =zy—zx € R}, logo zx < zy.
2° caso. y—x€ER} ¢ —z€R, > —z-(y—x)=—zy+2zx =zx —zy € R},
logo zx > zy.
EmR,sex € Ry ey € R, entdo xy < 0.
Comox €R, e—-y€eERL x:(—y)=(—x) -y=—xy € R}, comisso, xy € R-.
Logo, xy < 0.
EmR,sex € R ey € R, entdo xy > 0.
Como —x ER} e —y € R}, (—x) - (—=y) = —(—x-y) = xy € R}. Logo, xy >
0.
Em R, se x <y, x,y € R} ou x,y € RL (ambos negativos ou positivos), entdo
y l<x™L

y 1 —x1 :%_%:xj;ye REsyl—xl<0yl<x?
EmR,se x <y,comx € R* ey € R}, entdo y~1 > x 1.

yl—x"1= x_ny]R*J,:y‘l—x‘1>O=>y‘1>x‘1

No corpo ordenado R, x < y significaque x < youx = y,lé-se assim: x € menor

do que ouigual a y.Isto equivaleay > x.Isto ¢,y — x € R} U {0}. R} U {0} é o conjunto

dos numeros reais nao negativos, caracterizados por x = 0.

Sejam x,y E R, x =y & x <y ey < x. Mostrar que um numero € igual a outro ¢é

afirmar que x < yey < x. Na relagdo de ordem x <y, a relacio da tricotomia ¢
substituida pela reflexibilidade (x < x) e antissimetria (x =y o x<yey<Xx),

mantendo-se as demais propriedades associadas a relacdo de ordem x < y.

O conjunto R ¢ um corpo ordenado completo.



Mesmo N c R, N ndo é um corpo, por ndo ter inverso aditivo e nem inverso
multiplicativo. Apesar de Z c R, Z nao € um corpo, por ndo ter inverso multiplicativo. O
conjunto Q € um corpo ordenado, pois satisfaz a x,y EQ} >x+y € Qi exy € Q} ¢
possui tanto inverso aditivo quanto inverso multiplicativo (para divisores nao nulos), além
disso, os seus elementos obedecem as propriedades intrinsecas a relacdo de ordem. Assim:
NcZcQcR

Os numeros reais sdo dispostos de forma ordenada na reta, denominada reta

numérica:
1
Y V2 3 F
: 0 e o o Q .0
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Reta Numériea

O conjunto R € um corpo ordenado completo, pois além de ser um corpo ordenado,
tem a propriedade da completeza, que diz respeito ao fato de a reta numérica ser continua,
isto €, ndo deixar brechas. Para ampliar a nogdo sobre a completeza de R, o conjunto R
satisfaz a todas as propriedades das operacdes algébricas, todas as propriedades da relagao
de ordem e além de tudo ¢ completo, porque se fosse preencher a reta numérica somente
com numeros racionais, existiriam espagos em branco (descontinuidades), visto que todo
numero real pode ser escrito na forma decimal, mas nem todo nimero decimal pode ser
escrito como uma fragdo de inteiros com denominador ndo nulo, por isso o conjunto @
ndo € um corpo ordenado completo. O conjunto R ¢ o Uinico corpo ordenado completo. A
completeza ¢ imprescindivel para a existéncia das diversas classes de fungoes reais.

O ntimero 0 ¢ a origem da reta numérica e a decompde de forma que os nimeros
negativos se localizam a esquerda dele e os niumeros positivos localizam-se a direita dele.

Os numeros reais crescem da esquerda para a direita na reta numérica.

2.4.5 Intervalos
Sao representagdes na reta numérica de subconjuntos de niumeros reais que: ou estao
entre dois nimeros (segmento) ou estdo a direita ou a esquerda de determinado niimero,
neste caso, formando semirretas orientadas com origem nesse nimero.
Considere a, b € R, com a < b, os nove subconjuntos de R abaixo sdo intervalos:
1) [a,b] ={x € Rla < x < b} é um intervalo fechado, os extremos a ¢ b entram no

intervalo
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2) [a,b) = {x € Rla < x < b} é um intervalo fechado a esquerda e aberto a direita, o

extremo a entra no intervalo, mas o extremo b fica de fora do intervalo

a b
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3) (a,b] = {x € R|la < x < b} é um intervalo aberto a esquerda e fechado a direita, o

extremo a nio entra no intervalo, mas o extremo b entra no intervalo

i b
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4) (a,b) = {x € Rla < x < b} é um intervalo aberto, os extremos ficam de fora do

intervalo

a b
— OANANMNANNANMAMANANMAANNAAAA —
5) (—oo,b] = {x € R|x < b} ¢ a semirreta esquerda fechada com origem em b, b entra

no intervalo

-
6) (—oo,b) = {x € R|x < b} ¢ a semirreta esquerda aberta com origem em b, b ndo

entra no intervalo

7) [a,+o) = {x € R|x = a} é a semirreta direita fechada com origem em a, a entra

no intervalo

e

8) (a,+x) = {x € R|x > a} é a semirreta direita aberta com origem a, a ndo entra

no intervalo

Observacdo: os simbolos —oo e + 0o ndo correspondem a nenhum nimero em

particular, quando se apresentam os intervalos (a, +) e (—o0, b], s6 se esta interessado
em representar os nlmeros reais maiores que a € menores ou iguais que b, respectivamente.

Exemplos:



a) [-1,2]={xeR|—-1<x <2}

b) [-1,2) ={x ER| -1 < x < 2}

- [UASASASMSISSNAIN NSNS T

0 (-12]={xeR|-1<x<2}

- CAAARARRASARA AL ARASLAL RS AEN By

d (-1,2)={xeR|-1<x<?2}
-1 2

- PR AR R R AR R AR -

e) (—,2] ={x e R|lx <2}

f) (—,2) ={x € Rlx < 2}

D b

AR R R R R R

g) [-1,+0) = {x € R|x = —1}

-

h) (—1,+x) ={x € R|x > —1}

Quando se toma o intervalo de extremos a e b, sempre se pensa que a < b, mas
pode acontecer de ele ser degenerado. O intervalo ¢ degenerado quando admite a = b para
os extremos a e b, logo o intervalo degenerado é da forma [a, a] e corresponde a um tnico
ponto.

Exemplo. O intervalo [3,3] é degenerado, veja a sua representagdo abaixo:

3
a

Quando se tem a < b no intervalo de extremos a e b, esse intervalo ¢ chamado de
ndo degenerado e possui uma das representagdes geométricas ja apresentadas
anteriormente.

Exemplo. O intervalo [3,7) é ndo degenerado ja que 3 < 7, veja a sua representa¢ao

abaixo:



i
L |

2.4.6 Valor Absoluto
O valor absoluto de um ntimero real x, cuja simbologia ¢ |x|, ¢ o valor maximo
entre os simétricos x ¢ —x, sendo x, se x = 0, e —x, se x < 0. Logo:

x| _{x,sexZO
—x,sex <0

Observacao: |x| = 0se x = 0.

Logo, seja x € R*, entre os valores x ¢ —x, um ¢é positivo ¢ o outro é negativo,
ocorre ambos iguais a zero se x = 0. Para x € R*, |x| é o valor positivo entre x ¢ —x.
Assim:

|x| = max{—x, x}
Entdo, Vx € R, |x| = 0.
Vem da definicao que:
x| >xe|x|>—xo —|x|<x<|x|,Vx ER

Exemplo. |7| =7 e |—=7| = 7, neste ultimo caso, |—-7| = —(—7), além de tudo,
—17| <=7 <|7|,sendo =7 < |7| = |-7|,e —|7| <7 < |7], sendo 7 = |7]|.

Se a,x € R, as afirmacdes abaixo equivalem-se:

1) —a<x<a;
2) x<ae—x=<a;

3) |x| <a.

Prova. —a<x<aox=-aex<a=>-x<aex<ae|x|<a

Exemplo. |x| <4 —4 < x < 4.

Paraa,x,b ER,|x —a|<bea—b<x<a+b.

Prova. |x —a|<be -b<x—a<beSa—-b<x<a+b

Exemplo. |[x — 3| <3 -3<x—-3<3e0<x<6.

O valor absoluto |x — a| representa a distincia do ponto x ao ponto a na reta

numérica, logo tem-se:

XxX—a,sex=a
—x+asex<a

Ix—M={

Se x > a, x esta a direita de a, se x < a, x esta a esquerda de a.
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la —x| =|x —al
Exemplo: |x — 6] € a distancia do ponto x ao ponto 6 na reta real, com x a direita

ou a esquerda de a, assim:

XxX—6,sex=>6
—x+6,sex<6

x—6| ={
E claro que x — 6 = 0 quando x = 6, ou seja, x ¢ um ponto que coincide com o
ponto 6, logo distancia nula nesse caso.
Quando |x — a| < b, significa sd3o os pontos da reta numérica onde a distancia ao
ponto a é menor que b, portanto tais pontos estdo no intervalo aberto (a — b, a + b) sendo

0 ponto a o centro e b o raio desse intervalo:

ﬂ:b a ﬂ:_l:b
.,r*

x € la —;bjﬂ,+b]

Exemplo. A expressdo |x — 3| < 2 abarca o conjunto de nimeros x em que sua
distancia ao ponto 3 ¢ menor do que 2, logo o ponto 3 esta no centro do intervalo aberto
(1,5) e o seuraio é 2, devido a equivaléncia: [x —3| <2 © -2<x—-3<21<x<

5. Segue a representagdo:

=
L
Jen

x € (1,5)
Quando |x — a| > b, quer dizer que:

{x—a>b,sex>a
a—x>b,sex<a

Que equivale a x—a<-boux—a>bh, isto ¢, x<a—boux>a+b,

portanto: x € (—oo,a — b) U (a + b, +). Veja a representacdo geométrica abaixo:

a—>b a+b
My

]

x<a—2>b x>=a+t+b

Exemplo:



II.

I1I.

IV.

a)
b)

c)

[x—3| =22 x—-3< 2oux—3>22x<loux>5<x€(—o1)U(5 +w)

1 5
o Pt

x<1 x>=5
Para o valor absoluto, valem as seguintes propriedades:

lx +yl < x|+ |yl
Prova:
—Ixlsx<Ixle—-lylsy<sye -(xl+lyD=x+y=<|x[+ |yl &
& |x+yl < x|+ |yl
|-y = x| - |yl
Prova:
(x-yD*=(x-y)>=x*-y*= x| lylI? & |x-y| = |x| - |yl
lx| = Iyl < [lx] = Iyl| < |x =yl
Prova:
a) |Ix| = lyl| = max{lx| — |yl ly| = |xI} = |x| = |y] < [Ix] = |yl]
Dlx| < [x—yl+lylelyl<|x—yl+ x|l = Ix—yl=|x]—|yle
lx =yl = |yl — x| & [Ix] = lyl| < |x —yl

Logo, |x| = |yl < [lx| = Iyl < lx =yl

lx—z| < |x—yl+ |y —z|
Prova.x—z=(x—y)+(y—2)=|x—2z|<|x—y|+ |y — 2|
Exemplo. Considerando os nimeros —1 e 2, tem-se:

|=1+2] <|-1] + [2];

|-1-2| =]-1]-]2];

-1l =12l <[I-1 = 12]| < |-1-2].

Exemplo. Considerando os nimeros —1,2 e 4, tem-se:
|[-1-2|<|-1—-4|+|4-2];
|-1—4[=|-1-2[+ |2 -4l

12 -4 <|2—-(-D|+|-1-4]



2.4.7 Conjunto Denso
Um conjunto X, com X € R, ¢ denso quando para todo intervalo aberto (a, b) de
nameros reais, X N (a, b) #+ @, ou seja, algum elemento de X pertence a (a, b).

O conjunto Q e o conjunto Q'sao densos em R.

~ 1
Prova. Dado (a,b) € R, ndo degenerado, Ip € N tal que 0 < > <b—a. Os
, N L . . 1
nameros %, m € Z, decompdem a reta numérica em intervalos de comprimento - como
1 ) )
= < b — a,para algum m, % deve cair dentro do intervalo (a, b). Para algum m € Z, % >

b. Para organizar a prova, tome M = {m € Z; % > b}, por conta de R ser arquimediano,

o conjunto M ¢ ndo vazio de inteiros inferiormente limitado em b - p, como consequéncia
Im, € Z tal que mg € o elemento minimo em M, desse modom,—1 & M, a <o - L < b,

mo (mo 1)

~ . mg-1 m ~
se ndo fosse assml,OTS a<b S?O, entaio0 <b—a<— -

1
; um absurdo.

EIqENdemodoqueO< <e

conjunto Q’¢é denso em R, considere V5 e 0 <e \/_

\/_ b
. 5 , V5w ~

dessa maneira ” < b — a, os numeros da forma = para w € Z, sdo, exceto paraw = 0,

irracionais e dividem a reta R em intervalos de comprimento PE portanto para algum w,

V5w

e cai dentro do intervalo aberto (a, b). Como ocorreu para o caso do conjunto @, tome

P = { € Z; M > b} pelo fato de R ser arquimediano, o conjunto P ¢ ndo vazio de

numeros inteiros e limitado inferiormente em \/_, consequentemente 3w, € Z tal que w, é
. . . (Wo—l)\/g ro.:
o menor elemento de P, implicando que wy — 1 € P,assim a < B < b, do contrario,
-1)5 5 —1)V5 5
WS < a<bh< (;\/_ dai 0<b—a< qu\/— — W ql)\/_ = %’ um absurdo. Logo o

conjunto Q'é denso em R.
Por conseguinte, qualquer intervalo ndo degenerado de niimeros reais contém

infinitos nimeros racionais € irracionais.
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